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PROGNOZOWANIE FINANSOWYCH SZEREGOW CZASOWYCH

Andrzej Sokolowski
Akademia Ekonomiczna w Krakowie, Zakiad Statystyki

W opracowaniu tym przedstawiono pewna grupe podstawowych modeli wyko-
rzystywanych przy prognozowaniu finansowych szeregéw czasowych oraz przyktad
analizy konkretnego szeregu czasowego. Skiadnik losowy obecny we wszystkich
zjawiskach ekonomicznych jest reprezentowany przez proces stochastyczny, czyli ciag
zmiennych losowych o jednakowych rozkladach prawdopodobienstwa, zaleznych od
nielosowego parametru ¢, ktdry reprezentuje czas. W literaturze przedmiotu i zastoso-
waniach spotyka si¢ wiele klas modeli wykorzystywanych do opisu i prognozowania
zjawisk finansowych. Rozsadne przedstawienie ich w jednej, krotkiej prezentacji jest
niemozliwe, dlatego wybrano tylko (i tak dos¢ liczng) pewna grupe modeli okreslong przez
nastepujace warunki:

¢ zmienna czasowa jest zmienna skokowa, a wiec modelowane dane dotycza réwno-
odlegltych momentow lub okreséw czasu,

¢ rozpatrujemy ksztaltowanie si¢ tylko jednej wielkos$ci, czyli mamy do czynienia z jed-
nowymiarowymi procesami stochastycznymi,

¢ prezentujemy tu tylko modele liniowe, czyli takie, w ktérych wielkos$¢ zjawiska powia-
zana jest funkcja liniowa z impulsami losowymi.

Modele wyjsciowe

Bialy szum

Biaty szum to ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowych rozktadach prawdo-
podobienstwa ze skonczonymi warto$ciami przecigtnymi i wariancjami. Jezeli sg to roz-
ktady normalne z warto$cia przecietna zero, to mamy do czynienia z gaussowskim biatym
szumem. Taki proces czysto losowy ma wartosci funkcji autokorelacji rowne zeru dla kaz-
dego opdznienia. Uzyskane z proby oceny funkcji autokorelacji nie sg oczywiscie rowne
zeru, jednak na ogdt réznia si¢ od niego nieznacznie.
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Liniowy szereg czasowy

Szereg czasowy nazywany jest liniowym, jezeli mozna go zapisaé w postaci

r =ﬂ+zl//iat—i >
i=0
gdzie pjest wartoscia przecigtna szeregu, g, bialym szumem, a wspdtczynnik y;=0.
Struktura dynamiczna szeregu zalezy od warto$ci wspotczynnikow ;, ktore nazywane sa
tez wagami.

Modele stacjonarne

Model autoregresji AR(p)

Jezeli wartos¢ szeregu jest skorelowana ze swoja poprzednig wartoscia, to rozsadnym
modelem jest rownanie

r,=¢y g +a,.

Jest to model autoregresji rzgdu 1, co zapisujemy jako AR(1). W opisie szeregu mozemy
sigga¢ glgbiej w przesztosé, powiedzmy p jednostek czasu wstecz. Wodwczas mamy do
czynienia z modelem autoregresji rz¢du p, czyli AR(p).

v, =@, +dr,_, +...+¢prt_p +a,.

Do identyfikacji rzgdu modelu przydatna jest funkcja autokorelacji czastkowej, ktora
przyjmuje wartosci nieistotnie rézne od zera dla op6znien wigkszych od p. Przy pomocy
takiego modelu prognoze¢ buduje si¢ krok po kroku, poprzez rekurencyjne podstawianie
wartos$ci. Przy stacjonarnych procesach AR(p) prognoza taka zmierza do przecigtnej
wartosci procesu, a wariancja btedu prognozy zmierza do wariancji procesu.

Model sredniej ruchomej MA(q)

Proces $redniej ruchomej jest uogdlnieniem biatego szumu, powstajacym poprzez ,,wygta-
dzenie” go pewnego rodzaju jednostronng $rednig ruchomg o nierownych wagach. Proces
MA(q) jest zawsze (stabo) stacjonarny. Jeden z mozliwych sposobow zapisu takiego
modelu to

r,=c¢yt+a,—6a,_ -..-0.a,,
Wartos¢ przecigtna takiego procesu jest réwna cy,. Do identyfikacji rzedu procesu
wykorzystuje si¢ funkcje autokorelacji, ktorej ostatnia warto$¢ istotnie wigksza od zera
wskazuje na rzad ¢. Prognozg przy pomocy modelu MA(q) uzyskuje sie na drodze
rekurencyjnej, przy czym bardzo szybko zmierza ona do wartosci przecietnej procesu.
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Model ARMA(p,q)

Model ten taczy idee modeli $redniej ruchomej i autoregresji. Ogolny zapis modelu moze
by¢ przedstawiony jako

p q
n=¢+ Z¢irt—i +a, - ZG)[‘QH
i=1 i=l

Do identyfikacji sktadowych procesu mozna wykorzysta¢ rozszerzonq funkcje autokore-
lacji (EACF). Najpierw wyznaczamy modele AR o coraz wigkszym rzedzie, a dla ich reszt
liczymy funkcje autokorelacji. Wyniki przedstawiamy w postaci tabeli dwudzielczej, ktorej
wiersze odpowiadaja rzedowi autoregresji, a kolumny rzedowi sredniej ruchomej. Nie-
istotne autokorelacje, oznaczane przez zero, powinny w tej tabeli utworzy¢ trojkat, ktérego
lewy goérny wierzchotek wskazuje wlasciwe parametry p oraz ¢. Proces ARMA progno-
zujemy analogicznie jak procesy omawiane uprzednio, na drodze obliczen rekurencyjnych.

Modele niestacjonarne

Blqdzenie przypadkowe

Szereg czasowy okreslany jest mianem btadzenia przypadkowego, jezeli jego przebieg jest
generowany nastgpujacym modelem

P =P ta,

gdzie p, jest warto$cia startowa procesu, za$ g, bialym szumem. Jezeli bialy szum ma
rozktad symetryczny z warto$cig przecigtng zero, to prawdopodobienstwo tego, ze szereg
w nastgpnej obserwacji ,,pdjdzie” w gore, jest takie samo, ze ,,pojdzie” w dot.

Blqdzenie przypadkowe 7 dryftem

W wielu szeregach finansowych opisujacych ksztaltowanie si¢ logarytméw stop zwrotu
zauwazono wystepowanie dodatniej wartos$ci przecig¢tnej, zazwyczaj o matej wielkosSci.
Oznacza to, ze model odpowiedni dla takiej sytuacji ma postaé

b, =H+tp.,ta,.

Wielko$¢ p jest wartoscia przecigtng réznicy (p, — p,_,) 1nazywana jest dryftem. Repre-
zentuje ona na przyklad trend, jaki wystepuje w logarytmie p,.

Model ARIMA(p,d,q)

Wigkszos¢ ekonomicznych szeregow czasowych to realizacje proceséw niestacjonarnych.
Typowa niestacjonarnoscig jest obecnos¢ trendu. Mozemy go wyeliminowaé przez
roznicowanie. Krotno$¢ (stopien, rzad) réznicowania okreslony jest przez stopien
wielomianu opisujacego trend. W modelu ARIMA ten stopien réznicowania oznaczony
jest przez d.
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Sezonowy model ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)

Wahania okresowe wystepujace w szeregu tez stanowia pewien rodzaj niestacjonarnosci,
a w kazdym razie sg sktadnikiem regularnym, ktéry powinien zosta¢ wyeliminowany z sze-
regu przed proba oszacowania mieszanego modelu autoregresji sredniej ruchomej. Waha-
nia regularne eliminuje si¢ poprzez réznicowanie sezonowe, wyliczajac (y, —y,_,), gdzie

s jest okresem (dtugoscia) wahania regularnego. Rzad réznicowania sezonowego ozna-
czony jest przez D.

Model ARFIMA(p,d,q)

Model ten jest nazywany modelem ,,z dtuga pamiecia”. Jest uogdlnieniem procesu ARIMA
poprzez dopuszczenie, aby rzad réznicowania d byl liczba niecatkowita. Zazwyczaj
rozwaza si¢ -0,5<d<0,5.

Warunkowe modele heteroskedastyczne

Tego typu modele sa wykorzystywane w ekonometrii do modelowania ksztaltowania sig¢
zmiennosci (volatility) stop zwrotu. Zmienno$¢ jest mierzona warunkowa wariancja. Ma
znaczenie réwniez Ww szacowaniu wartosci narazonej na ryzyko (value at risk).
W modelach jednowymiarowych zaklada si¢, ze logarytmy stopy zwrotu (r) nie sg
niezalezne w czasie, cho¢ przyjmuje si¢ wystgpowanie tylko autokorelacji niskich rzedow.
Warunkowos¢ obecna w tych modelach oznacza, ze warto$¢ przecigtna i wariancja procesu
moga by¢ wyrazone wzorami

u, =E@r|F,)
ol =V(r|F._)

czyli sa uwarunkowane informacjami dostgpnymi w momencie (t-1).

Model ARCH(m)

Model ten zaktada, ze odchylenia od wartos$ci przecigtnej stop zwrotu (a,) moga byc¢
objasnione przez funkcj¢ kwadratowq ich wartosci opéznionych. Mamy zatem

at = Gtgt

2 _ 2 2
o =a,+aa,_, +..+a,a,,

Przez {¢,} oznaczamy ciag niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie

z wartoscia zero i wariancja 1. Najczesciej przyjmuje si¢ tu standardowy rozktad normalny
lub standaryzowany rozktad Studenta.

Copyright © StatSoft Polska, 2003
Kopiowanie lub powielanie w jakikolwiek sposdb bez zgody StatSoft Polska Sp. z 0.0. zabronione



N StatSoft’ StatSoft Polska, tel. (12) 4284300, (601) 414151, info@statsoft.pl, www.statsoft.pl

Model GARCH(m,s)

W tym podejsciu zaklada si¢, ze przy opisie ksztaltowania si¢ logarytméw stop zwrotu
gléwne rownanie procesu moze by¢ zapisane jako proces ARMA. Przyjmujac, ze a; to
logarytm stop zwrotu, od ktérego odjeto wartos¢ srednig, mamy

a, =0,¢&;
2 < 2 > 2
o =q, +Z“;“H + Z,BJ.O'H.
i=1 =1

max(m,s)
Zalozenie ) (a; + ;) <1 powoduje, ze bezwarunkowa wariancja a, jest skonczona,
i=1

. . 2 e .
a warunkowa wariancja o, zmienia si¢ W Czasie.

Istnieja pewne specjalne wersje omawianego modelu. Itak model IGARCH jest
odpowiednikiem modelu ARIMA dla niejednorodnej wariancji procesu. Z kolei model
GARCH-M (M to skrét od in mean) opisuje sytuacje, w ktorych poziom stdp zwrotu zalezy
od zmiennosci, czyli do powyzszych réwnan dochodzi relacja

r=p+co! +a,.

Wyktadniczy model EGARCH uwzglednia rézny wpltyw &, w zaleznosci od tego, czy
realizacja tego procesu jest dodatnia czy ujemna.

Model CHARMA
To podejscie wykorzystuje losowe wspotczynniki, ktore ksztaltuja zachowanie sig¢
warunkowej wariancji. Model ma posta¢

h=Hta,

a, =904, ,+06,a, ,+..+0,,a,, +1,,

gdzie {7,}jest gaussowskim biatym szumem, zas {o,} ={(J,,,...,0,,)'} jest ciagiem wekto-

réow losowych o jednakowych rozkladach izerowych wartosciach przecigtnych. Podobna
konstrukcja jest model RCA, czyli model autoregresji z losowymi parametrami. W CHARMA
zmienno$¢ zalezy od op6znionych wartosci a,, zas w RCA, od op6znionych wartosci 7.

Model SV

Jest to model zmiennosci stochastycznej (stochastic voaltility), w ktérym wykorzystuje si¢
opdznione logarytmy wariancji. Wygodny zapis uzyskujemy poprzez uzycie operatora
opoznienia wstecznego B, ktorego dziatanie mozna opisa¢ jako (1-B")y, =y, -y, ,, -
W tej konwencji model SV ma postac

a, =0,¢&,
2
(l-a,B-..—a,B")In(c,)=a, +v,.
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W tym modelu mamy dwa niezalezne sktadniki losowe ¢ oraz v, ktdre sa procesami
gaussowskimi, lecz pierwszy z nich ma wariancj¢ 1, a drugi wariancj¢ stata, ale nieko-
niecznie rowng jednosci.

Analiza indeksu gietldy w Amsterdamie

Szereg czasowy obejmuje dane za okres od 6 stycznia 1986 roku do konca 1987 roku
i zostal udostepniony przez P.H.Fransesa i D. van Dijka, autoréw ksiazki ,,Non-linear time
series models in empirical finance” (Cambrigde University Press, 2002).
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Rys. 1. Wartosci indeksu gietdy w Amsterdamie
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Rys. 2. Drugie réznice indeksu gietdy w Amsterdamie
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Tydzien w tym szeregu trwa od poniedziatku do piatku. W przypadku swiat, w ktorych
gielda nie funkcjonuje, przyjeto warto$¢ z dnia poprzedniego. Dzigki tym zabiegom szereg
charakteryzuje si¢ regularnoscia prébkowania, umozliwiajaca analiz¢ wahan okresowych.

Jak wida¢ na rysunku 1, w szeregu wystapit trend wyktadniczy, ktory jednak zatamat sig¢
przy koncu analizowanego okresu. W celu wyeliminowania tego trendu zastosowano dwu-
krotne réznicowanie rz¢du pierwszego, otrzymujac szereg przedstawiony na rysunku 2

Struktur¢ harmoniczng tego szeregu mozna rozpoznaé poprzez analize funkcji autoko-
relacji (rysunek 3). Widzimy, ze proces charakteryzuje si¢ bardzo mocng ujemna
autokorelacja rzedu pierwszego, co oznacza, ze bezposrednio po wzrostach nastgpuja
spadki i na odwrdt. Zwiazki nie ograniczajq si¢ do wptywu ,,dzien po dniu”, gdyz réwniez
wiele autokorelacji rzgdéw wyzszych od jednosci wykazuje istotno$¢ statystyczna. Warto
zwroci¢ uwage na to, iz nawet bardzo mate wspolczynniki korelacji okazuja si¢ istotne
statystycznie, co jest spowodowane znaczng dlugosciq szeregu czasowego, ktéorym
dysponujemy. Jednym z dopuszczalnych modeli ARIMA, ktére uzyskano w trakcie analizy
tego szeregu jest ARIMA(9,2,0), a wigc model, ktéry posiada tylko czg$¢ autoregresyjna.

Jezeli przez y'* oznaczymy drugie roznice oryginalnego szeregu, to oszacowany model
mozna zapisac jako
P =-0,9318y) - 0,8638y2) —0,7727y%) —0,7786y%)} —0,6587y )
—0,5534y%) —0,5128y?) —0,3690y%) —0,1323y2).

Wszystkie parametry sg wysoce istotne statystycznie, gdyz wszystkie wartosci p sa
mniejsze od 0,00001.
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Rys. 3. Funkcja autokorelacji drugich réznic szeregu

Przedstawiony model wystarczajaco dobrze opisuje ksztaltowanie si¢ przecigtnego poziomu
indeksu gieldy w Amsterdamie. Analiza reszt pokazuje, ze to, co pozostaje, jest losowe.
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Funkcja autokorelacji reszt, przedstawiona na rysunku 3, ma bardzo mate wartosci dla
wszystkich widocznych opdznien, szczegolnie dla ich matych wartosci. Rozktad reszt, ktéry
wida¢ na Rysunku 4 ma ksztalt nieco odbiegajacy od rozktadu normalnego. Jest wiecej
bardzo matych reszt, niz to wynika z rozktadu normalnego — co jest zjawiskiem korzystnym.
Z kolei pojawiaja si¢ bardzo duze (co do modulu) reszty. Jest to zwiazane z niejednorod-
noscig wariancji, ktora mozemy zaobserwowaé na rysunku 2, gdy zmienno$¢ zdecydowanie
ro$nie przy koncu analizowanego okresu. Nalezy wigc podda¢ modelowaniu heteroske-
dastyczny sktadnik losowy. W tym celu obliczono kwadraty reszt modelu ARIMA dla
szeregu oryginalnego i dla tych kwadratow poszukiwano adekwatnego modelu. Okazat si¢
nim model ARIMA(2,0,2). Oceny parametréow tego modelu zamieszczono w tabeli 1.
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Rys. 4. Funkcja autokorelacji reszt
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Rys. 5. Rozktad reszt
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Tabela 1. Oceny parametrow modelu dla wariancji sktadnika resztowego

Parametr Ocena Wartos¢ p
wyraz wolny 24,48935 0,0178
p(1) 0,32436 0,0015
p(2) 0,64510 0,0000
q(1) 0,30509 0,0056
q(2) 0,48877 0,0000
1000
A

Rys. 6. Prognozy wyznaczone z modelu ARIMA(9,2,0)
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Rys. 7. Prognoza poziomu odchylenia standardowego
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Oszacowane modele moga zostaé wykorzystane do prognozowania. Na rysunku 6
przedstawiono prognoze uzyskang na podstawie modelu ARIMA(9,2,0) dla oryginalnych
wartosci indeksu gietdy w Amsterdamie. Dla wigkszej przejrzystosci rysunek ten zawiera
tylko wartosci z konca analizowanego okresu. Z szeregu empirycznego widaé, ze wariancja
mimo wszystko wydaje si¢ stabilizowac.

Rysunek 7 przedstawia prognozy odchylenia standardowego wyznaczone z modelu
ARIMA(2,0,2), ktéry dotyczy kwadratow reszt, nalozone na szereg czasowy wartosci reszt.
Dlatego prognoza znajduje si¢ tylko po dodatniej stronie wartosci szeregu. Nasz model,
ktory opisuje ksztaltowanie si¢ warunkowej niejednorodnej wariancji, jest modelem
GARCH(2,2).
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