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WPROWADZENIE DO ANALIZY KORELACJI | REGRESJI

dr Janusz Watroba, StatSoft Polska Sp. z o.0.

Prezentowany artykut poswigcony jest wybranym zagadnieniom analizy korelacji i regresji.
Po przedstawieniu najwazniejszych informacji potrzebnych do zrozumienia idei tych
metod zaprezentowane zostang przyktady ich zastosowan. Wszystkie potrzebne obliczenia
oraz wykresy zostaly wykonane za pomoca programu STATISTICA.

Wprowadzenie

Poszczegblne elementy wchodzace w sktad badanej zbiorowosci jednostek sg zazwyczaj
opisywane za pomoca wiecej niz jednej cechy (zmiennej). W wiekszosci przypadkow
analizowane zmienne sg w jaki§ sposob powigzane ze sobg. W takich sytuacjach zachodzi
zatem potrzeba ich tacznego badania. Celem analizy jest wigc stwierdzenie, czy migdzy
badanymi zmiennymi zachodza jakie$ zaleznosci, jaka jest ich sila, jaka jest ich postaé
i Kierunek.

Wspotzaleznos¢ miedzy zmiennymi moze by¢é dwojakiego rodzaju: funkcyjna lub
stochastyczna (probabilistyczna). Istota zaleznosci funkcyjnej polega na tym, ze zmiana
wartosci jednej zmiennej powoduje Scisle okreslong zmiane wartosci drugiej zmiennej.
W przypadku zalezno$ci funkcyjnej okreslonej wartosci jednej zmiennej (X) odpowiada
jedna itylko jedna warto$¢ drugiej zmiennej (Y). Symbolem X oznaczamy zmienng
niezalezng (objasniajgca), natomiast symbolem Y - zmienng zalezna (objasniang).

Zaleznos$¢ stochastyczna wystepuje wtedy, gdy wraz ze zmiang warto$ci jednej zmiennej
zmienia si¢ rozktad prawdopodobienstwa drugiej zmiennej. Szczegdlnym przypadkiem
zalezno$ci stochastycznej jest zalezno$¢ korelacyjna (statystyczna). Polega ona na tym, ze
okreslonym warto$ciom jednej zmiennej odpowiadaja $ciSle okreslone $rednie wartosci
drugiej zmiennej. Mozemy zatem ustali¢, jak zmieni si¢ - $rednio biorgc - warto$é
zmiennej zaleznej Y w zalezno$ci od warto$ci zmiennej niezaleznej X.

Na zamieszczonym ponizej wykresie przedstawiono przyktadowe postacie zwigzkow
funkcyjnych i statystycznych.
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Zwiazki typu statystycznego sg mozliwe do wykrycia oraz ilosciowego opisu w przypadku,
kiedy mamy do czynienia z wieloma obserwacjami, opisujacymi badane obiekty, zjawiska
czy tez procesy.

Opisywane w niniejszym artykule postacie zwigzkéw pomiedzy zmiennymi zawezimy do
zwigzkow liniowych. Ogolnie zwiazki pomigdzy zmiennymi moga przyjmowaé postaé
krzywej drugiego i wyzszych stopni lub tez inne postacie. Dlatego tez, przy badaniu
danych, waznym krokiem jest sporzadzenie wykresu. Jesli okaze si¢, ze badany zwigzek
nie jest liniowy, wowczas trzeba zastosowal odpowiednie rozwigzanie nieliniowe.
Odpowiednie narzedzia sa dostgpne w komercyjnych pakietach do analiz statystycznych,
np. w pakiecie STATISTICA.

Wykres rozrzutu

Wykres rozrzutu pozwala w graficzny sposob zaprezentowaé postaé zwigzku pomiedzy
zmiennymi. Przy interpretacji tego wykresu nalezy jednak zachowac pewna ostrozno$é.
Przede wszystkim nalezy pamigta¢, ze wykres nie pozwala stwierdzi¢ zwiazku
przyczynowo-skutkowego. Na przyklad moze si¢ okaza¢, ze faza ksiezyca wykazuje
wplyw na proces, w przypadku ktorego wystepuje cykl miesigczny.

Tworzac wykres rozrzutu, nalezy najpierw jasno zdefiniowa¢ zmienne. Nastepnie trzeba
zebra¢ przynajmniej 30 par liczb (lepiej jest, jesli danych jest wigcej; 50 lub 100
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przypadkow). Powszechnie przyjelo si¢ na osi poziomej umieszcza¢ zmienng, ktora
stanowi przyczyne, a na osi pionowej zmienna, ktora jest uwazana za skutek.

Wspotczynnik korelacji liniowej

Statystyka, ktora opisuje site liniowego zwigzku pomiedzy dwiema zmiennymi, jest
wspotczynnik korelacji z proby (r). Przyjmuje on wartosci z przedziatu domknigtego <-1;
1>. Warto$¢ —1 oznacza wystepowanie doskonalej korelacji ujemnej (to znaczy sytuacje,
w ktorej punkty leza doktadnie na prostej, skierowanej w dot), a wartos¢ 1 oznacza
doskonata korelacje dodatnig (punkty leza doktadnie na prostej, skierowanej w gore).
Wartos¢ 0 oznacza brak korelacji liniowe;.

Wzér, za pomocg ktérego obliczamy wspolczynnik korelacji, ma postaé:
r— 2 (X =Xy - V)
JZ 06 =22y -9

gdzie x; oraz y; oznaczaja odpowiednio wartosci zmiennych X iy, a X oraz Y oznaczaja
$rednie warto$ci tych zmiennych.

Po obliczeniu warto$ci wspolczynnika korelacji zawsze zalecane jest utworzenie wykresu
rozrzutu. Chodzi o to, aby wizualnie stwierdzi¢, czy badany zwiazek rzeczywiscie najlepiej
opisuje funkcja liniowa. Moze si¢ bowiem okaza¢, ze wyliczona warto$¢ wspotczynnika
korelacji jest zblizona do zera, a mimo to pomi¢dzy korelowanymi zmiennymi wystepuje
wspotzalezno$é, tyle ze nieliniowa.
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Na zamieszczonym powyzej rysunku przedstawiono przykladowy wyglad wykresow przy
okreslonych wartosciach wspolczynnika korelacji. Wykres umieszczony z lewej strony
U gory pokazuje sytuacje braku skorelowania zmiennych. Z kolei wykres umieszczony

Copyright © StatSoft Polska 2002 www.statsoft.pl/spc.html  www.statsoft.pl/czytelnia.html

41



E StatSoft StatSoft Polska, tel. 12 4284300, 601 414151, info@statsoft.pl, www.StatSoft.pl

z prawej strony u gory przedstawia przypadek silnej korelacji dodatniej. Wykres umiesz-
czony u dotu z lewej strony pokazuje nieco stabsza korelacje dodatnia, a wykres umiesz-
czony u dotu z prawej strony przedstawia przypadek korelacji ujemnej.

Badanie istotnosci korelacji

Wspotczynnik korelacji r (z proby) stanowi oceng wspotczynnika korelacji p w zbioro-
wosci generalnej iw zwiazku ztym jest obcigzony pewnym bledem. Wspotczynnik
korelacji jest statystyka, w zwigzku z czym powinien by¢ traktowany jako zmienna losowa.
Jesli zatem N-elementowa proba zostata pobrana ze zbiorowosci generalnej o dwuwymia-
rowym rozktadzie normalnym z parametrem p = 0, awigc gdy zmienne Xi Y sa
nieskorelowane i zarazem niezalezne, to zmienna losowa o postaci:

ma rozktad t Studenta o N-2 stopniach swobody.

W praktyce oznacza to, ze formutujemy hipoteze zerowa: H,: p =0, wobec hipotezy alter-
natywnej: H,: p =0, a nastgpnie pordwnujemy warto$¢ graniczng t, z warto$cig obliczong
t i podejmujemy odpowiednig decyzj¢ odnosnie Hy.

Przyktad analizy korelacji
Prezentowany nizej przyklad zostal zaczerpnigty z ksigzki Breyfogle’a [1]. Obserwacji

poddano czas dostawy (X) 25 napojow bezalkoholowych oraz wielko$¢ dostawy ().
Fragment pliku danych przedstawia zamieszczony ponizej rysunek.

B Data: Korelacja i regresja® (2v by 2... E@g|

1 2 —
Liczha przypadkow Czas dostawy
1] 7 16,53
2 3 11,50
3 3 1203
4 4 14585 |
] 5 1375
] 7 18,1
7 2 8,00
g 7 1753
a 30 7a24
10 ] 21580
11 16 4033 -
L ay
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Umieszczony ponizej wykres rozrzutu, utworzony dla tych danych, pokazuje, ze pomiedzy
analizowanymi zmiennymi najprawdopodobniej wystepuje do$¢ mocny zwigzek typu
liniowego.
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Obliczona w programie STATISTICA wartos¢ wspdtczynnika korelacji liniowej Pearsona
wyniosta tu 0,9646. Po zbadaniu istotnos$ci wspodtczynnika korelacji okazato sie, ze jego
wartos$¢ istotnie roézni si¢ od zera na poziomie p<0,01. Tak wigc mozemy stwierdzi¢, ze
pomiedzy wielko$cig dostaw a czasem dostaw istnieje bardzo mocna, dodatnia zaleznosc,
awiec wraz ze wzrostem wielkoSci dostaw, $rednio rzecz biorac, wydluza sie czas
dostawy.

Wybrane elementy analizy regresji prostej

Analiza korelacji jest stosowana do pomiaru stopnia powigzania pomig¢dzy zmiennymi,
natomiast jej rozszerzenie, jesli chodzi o metody badania wspotzalezno$ci, stanowi analiza
regresji. Pozwala ona na ilo$ciowy opis zachodzacych powigzan. Pojecie funkcji w zasto-
sowaniu do badan empirycznych nie moze by¢ zazwyczaj stosowane bez pewnych zastrze-
zen. Elementarna matematyka zada bowiem, aby jednej warto$ci zmiennej niezaleznej
(objasniajacej, predyktora) byla przyporzadkowana dokladnie jedna warto$¢ zmiennej
zaleznej (objasnianej). Badacz natomiast w praktyce ma zazwyczaj do czynienia z sytuacja,
w ktorej przy kilku powtdrzeniach doswiadczenia, zachowujac za kazdym razem te same
warto$ci zmiennej niezaleznej, otrzymuje inne warto$ci mierzonej zmiennej zaleznej.
Wartosci te zwykle lezg blisko siebie, ale nie sa na ogoét identyczne. Tak wigc rozsadek
podpowiada, zeby pojecie funkcji uczynié¢ bardziej elastycznym, a terminy ,,zmienna nieza-
lezna” i ,,zmienna zalezna” dostosowa¢ odpowiednio do nowych potrzeb. Dla tego celu
w statystyce matematycznej wprowadzono pojecie ,regresji”’, oznaczajace obliczenia
wykorzystywane do iloSciowego opisu zaleznosci jednej zmiennej od drugie;j.

Copyright © StatSoft Polska 2002 www.statsoft.pl/spc.html  www.statsoft.pl/czytelnia.html

43



44

ﬂf\ StatSoft StatSoft Polska, tel. 12 4284300, 601 414151, info@statsoft.pl, www.StatSoft.pl

Model regresji liniowej prostej (tzn. takiej, w przypadku ktorej wystepuje tylko jeden
predyktor) przyjmuje postac:

Y =0, + i X+¢

gdzie g, oznacza wyraz wolny, B wspolczynnik kierunkowy, a & btad. Jak to zostato juz

wczesniej powiedziane, zazwyczaj nie wszystkie punkty ukladaja si¢ doktadnie na prostej
modelu regresji. Zrodlem bledu sa wplywy innych, nieuwzglednionych w modelu
zmiennych, takich jak np. btedy pomiarowe. Zaktada si¢ przy tym, ze btedy majg $rednig
warto$¢ réwng zero i nieznang wariancje o2, oraz ze bledny nie s3 nawzajem skorelowane.
W sytuacji gdy wartoé¢ wspotczynnika determinacji R® (wielko$¢ ta oznacza kwadrat
wspotczynnika korelacji) jest duza, to oznacza to, ze bledy dla tego modelu sg stosunkowo
male i w zwigzku z tym model jest dobrze dopasowany do rzeczywistych danych.

Jesli model regresji liniowej zawiera tylko jedng zmienng niezalezng, wtedy jest nazywany
modelem regresji liniowej prostej. Natomiast jesli model regresji zawiera wigkszg liczbe
zmiennych niezaleznych, to wowczas odpowiedni model nazywamy modelem regresji
wielorakiej.

Zasadniczy cel analizy regresji polega na ocenie nieznanych parametréw modelu regresji.
Ocena ta jest dokonywana za pomoca metody najmniejszych kwadratéow (MNK). Metoda ta
sprowadza si¢ do minimalizacji sum kwadratow odchylen wartosci teoretycznych od
warto$ci rzeczywistych (czyli tzw. reszt modelu). Dopasowany model regresji prostej,
ktory daje punktowa ocene $redniej wartosci y dla okreslonej wartos$ci X, przyjmuje postac:

y =Db, +b,x

gdzie Y oznacza teoretyczng warto$¢ zmiennej zaleznej, a b, i b; odpowiednio oceny wy-
razu wolnego i wspotczynnika kierunkowego, uzyskane na podstawie wynikow z proby.

Jak to zostalo wyzej powiedziane, roznica pomiedzy wartosciag obserwowana Y; i odpowia-
dajaca jej warto$cia teoretyczng (dopasowana) V; jest nazywana reszta. Tak wiec dla danej
obserwacji i mozna jg zapisa¢ jako:

& =Yi—Vi
Analiza reszt stanowi wazny element oceny adekwatnosci uzyskanego modelu regresji oraz
oceny odchylen wystepujacych w stosunku do przyjmowanych zatozen.

Przy testowaniu istotnosci wspotczynnikoéw regresji korzystamy z rozktadu t Studenta,
aprzy przeprowadzaniu analizy wariancji (przeprowadzanej w celu oceny liniowosci
modelu regresji) z rozktadu F. W pierwszym przypadku jedna hipoteza zerowa zaklada, ze
[, ma warto$¢ stalg (przeciw alternatywnej, zakladajacej, ze S, nie jest wartoscig stalg),
a druga przyjmuje, ze ocena S, Wynosi zero (przeciw alternatywnej, zaktadajacej, Ze ocena

[, 10zni si¢ od zera).
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W przypadku tabeli analizy wariancji, catkowita zmienno$¢ jest dzielona na dwie czesci,
opisywane przez odpowiednie sumy kwadratow (SK):

SKeata = SKmodelu = SKblc;du

gdzie

SKeata =22(Yi — y)2
SKmodelu = Z(9| - y)z
SKptedu = 2-(¥i -9i)?

Kazda z okre$lonych wyzej sum kwadratoéw jest powigzana z odpowiednimi liczbami
stopni swobody, ktore wynoszg kolejno: n-1, 1 i n-2.

Po podzieleniu przez podane liczby stopni swobody odpowiednie sumy kwadratow
stanowig dobre oceny odpowiednich Zrodet zmiennosci. Uzyskane w ten sposob wielkosci
sa nazywane w skrocie $rednimi kwadratami (SK). Sa one wykorzystywane do oceny
liniowosci regresji. Warto$¢ statystyki testowej jest wyliczana ze wzoru:

Fn = SKmodeIu
0 - 7
SK bredu

Nastgpnie jest ona poroéwnywana z wartoscig teoretyczng F,,, ,, PO czym hipoteza
0 liniowosci regresji jest odpowiednio weryfikowana.

Kolejnym przeprowadzanym testem jest ocena adekwatno$ci modelu. W tym celu
sprawdzamy, czy ocena wspotczynnika determinacji

R2 SKmodelu
SKcata

istotnie rozni si¢ od zera. Po przemnozeniu tej wartosci przez 100 otrzymujemy ocen¢
udziatu wariancji wyjasnianej przez oszacowany model regresji.

Analiza reszt

Jak to zostalo juz wcze$niej wspomniane, analiza reszt odgrywa wazng rolg przy badaniu
adekwatnosci dopasowanego modelu oraz ocenie prawdziwo$ci przyjmowanych zalozen.
Zazwyczaj obejmuje ona nastepujace elementy:

¢ sprawdzenie zalozenia normalno$ci rozktadu reszt, ktore jest przeprowadzane za
pomoca oceny wykresu normalnosci reszt lub oceny histogramu rozktadu reszt,

¢ oceng skorelowania reszt poprzez wykreslenie reszt w funkcji numeru obserwacji,
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¢ ocen¢ poprawnosci modelu przez wykre$lenie warto$ci reszt wzgledem warto$ci
dopasowanych.

Przyktad analizy regresji prostej

Przyktad zostanie przeprowadzony w oparciu o0 te same dane, ktore byty wykorzystywane
poprzednio przy analizie korelacji. Tak jak poprzednio, wszystkie potrzebne obliczenia
i wykresy zostang wykonane przy pomocy programu STATISTICA.

W pierwszej kolejnosci przeprowadzimy oceng wyrazu wolnego i wspolczynnika regres;ji.
Odpowiednie wyniki zawiera zamieszczona ponizej tabela.

& Data: Regression Summary for. Dependent Variable: Czas dostawy {... g@]g|
Regression Summary for Dependent Wariable: Czas dostawy (Fﬂ
R= 56461459 R2= 93048131 Adjusted R2= 92745876

Fi1,23)=307 85 p« 00000 Std.Error of estimate: 4,15814

Beta | Std.Erm. B Std.Err. ‘ 1(23) ‘ p-level
MN=25 of Beta of B
Intercept 3320780 1371074 2 42203 0023721

Liczba przypadkdw |D 964615] 0,054978) 2176167 | 0,124030) 17 54585 0 DDDD?,J

Tak wigc oszacowany model regresji przyjat postaé:
y=3,321 +2,176 x

Na podstawie wynikow zawartych w tabeli mozemy stwierdzi¢, ze obydwie oceny istotnie
ro6znig si¢ od zera. Swiadcza o tym wartoSci prawdopodobienstw testowych odpowiadajace
obydwu ocenom, ktore sg nizsze od 0,05.

Liczba przypadkow vs. Czas dostawy

Czas dostawy = 3,3208 + 2,1762 * Liczba przypadkéw
Correlation: r = ,96461

Czas dostawy

Liczba przypadkow

Na wykresie widzimy oszacowany model w postaci graficznej wraz z 95% granicami
przedziatu ufnosci i przedzialu predykcji. Granice ufnosci odzwierciedlajg szeroko$¢ prze-
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dziatu ufnosci dla ocen parametrow modelu, a granice predykcji odzwierciedlajg szerokos¢
przedziatu ufnosci dla warto$ci zmiennej zaleznej przy danym poziomie zmiennej nieza-
lezne;j.

Kolejne wyniki analizy, pokazane na ponizszym rysunku, moéwig o tym, Ze oszacowany
model wyjasnia okolo 93% oryginalnej zmiennoS$ci analizowanej zmiennej zaleznej. Stan-
dardowy blad estymacji wynosi 4,18. Jego wartos¢ informuje nas o tym, jaki przecigtnie
btad popelnimy, przewidujac czas dostawy na podstawie jej wielkosci.

B Data: Summary St... g@g|

Summary Eﬂ
Value

Statistic

Multiple R [ 0564611
hultiple R2 053048
Adjusted R2 052746
Fi1,23) 307 54530
p 0,00000
JSt_d'.Err. of Estimate 4 18140

W tym miejscu przeprowadzimy jeszcze analizg reszt. Po pierwsze ocenimy, czy rozklad
reszt jest rozkladem normalnym. W tym celu utworzymy wykres normalno$ci reszt.
Wykres ten zostat przedstawiony ponize;j.

Wykres nomrmalnosci reszt

Oczekiwana warto$¢ nomalna

Reszty

Nastepnie sprawdzimy, czy reszty sa ze soba skorelowane. Jak wida¢ na ponizszym
wykresie, sytuacja taka raczej nie wystepuje.
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Wykres reszt
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Nr obserwacji

Ostatni z zamieszczonych wykreséw przedstawia wartosci reszt wzgledem wartosci prog-
nozowanych.

Wartosci przewidywane wzgledem wartosci reszt
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Wartosci przewidywane

Podsumowanie

W tym momencie powinni$my jeszcze raz powroci¢ do rzeczywistego celu przeprowadzanej
analizy. Model pozwala do$¢ doktadnie oddaé przebieg prawdziwych danych. By¢ moze
dalsza analiza (np. budowa modelu opisujacego zwiazek odleglosci dostawy i liczby przy-
padkow) pozwolitaby znalez¢ lepszy model. Mozna byloby rowniez sprobowac zastosowac
model regresji wielorakiej, tzn. model uwzgledniajgcy wigkszg liczbe zmiennych nieza-
leznych (np. dzien tygodnia, w ktorym byla realizowana dostawa, operator lub stan pogody).
Z drugiej strony trzeba zda¢ sobie sprawg, ze proces gromadzenia ianalizy danych jest
zazwyczaj czasochtonny, i w zwigzku z tym nalezy rozwazy¢ ewentualne zyski i straty.
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